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Rozdziaª 1

Przybli»one metody caªkowania

1.1 Metoda prostok¡tów
Przedziaª < a; b > dzielimy punktami

xk = a+
b− a
n
k (k = 1, 2, . . . , n− 1)

na n przedziaªów o wspólnej dªugo±ci b−a
n
. W ka»dym z tych podprzedziaªów bierzemy punkt

ξk =
xk−1+xk
2 i obliczamy f(ξk) = yk.

Za przybli»enie caªki ∫ b
a
f(x)dx (1.1)

przyjmujemy sum¦ iloczynów

y1
b− a
n
+ y2
b− a
n
+ . . .+ yn

b− a
n

(1.2)

st¡d ∫ b
a
f(x)dx ≈ b− a

n
(y1 + y2 + . . .+ yn) (1.3)

Wzór przybli»ony (1.3) nazywamy wzorem prostok¡tów. Interpretacj¦ geometryczn¡ tego wzo-
ru dla n = 3 podano na rys. 1.1.

Zakªadaj¡c dodatkowo istnienie i ci¡gªo±¢ drugiej pochodnej f ′′ funkcji f na przedziale
< a; b >, mo»emy poda¢ ocen¦ bª¦du bezwzgl¦dnego ∆p przybli»enia (1.2) caªki (1.1)

∆p ¬M2
(b− a)3

24n2
(1.4)

gdzie M2 = sup<a;b> |f ′′(x)|.

1.2 Metoda trapezów
Przedziaª caªkowania < a; b > dzielimy na pewn¡ liczb¦ n przedziaªów cz¦±ciowych,

wszystkich o tej samej dªugo±ci (b − a)/n. Kolejne odci¦te punktów podziaªu oznaczamy
przez a = x0, x1, . . . , x2 = b, odpowiednie za± rz¦dne przez y1 = f(xi) (i = 0, 1, . . . , n). Jako
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Rysunek 1.1: Interpretacja geometryczna wzoru 1.3 (metoda prostok¡tów).

przybli»on¡ warto±¢ caªki (1.1), przy zaªo»eniu, »e f(x) ­ 0 dla a ∈< a, b >, przyjmujemy w
metodzie trapezów sum¦ pól n trapezów. �atwe oblicznie prowadzi do wzoru∫ b

a
f(x)dx ≈ b− a

2n
[y0 + yn + 2(y1 + y2 + . . .+ yn−1)] (1.5)

Bª¡d bezwzgl¦dny nie przekracza b−a
12n2M2, gdzie M2 jest górnym ograniczeniem warto±ci

bezwzgl¦dnej drugiej pochodnej funkcji f(x) w przedziale caªkowania, tzn. tak¡ liczb¡ »e
|f ′′(x)| ¬M2 dla x ∈< a, b >.

Rysunek 1.2: Interpretacja geometryczna wzoru 1.5 (metoda trapezów).
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1.3 Metoda Simpsona
Przedziaª < a; b > dzielimy punktami

xk = a+
b− a
2n
k (k = 1, 2, . . . , 2n− 1)

na parzyst¡ liczb¦ 2n podprzedziaªów o wspólnej dªugo±ci b−a2n . Bierzemy nast¦pnie pod uwag¦
podprzedziaªy < x2i−1;x2i > (i = 1, 2, . . . , n), przy czym oznaczamy x0 = a, x2n = b. W
ka»dym punkcie xk (k = 0, 1, 2, . . . , 2n) obliczamy warto±¢ funkcji podcaªkowej f(xk) = yk.

Metoda Simposna polega na tym, »e caªk¦∫ x2i
x2i−2
f(x)dx (i = 1, 2, . . . , n)

zast¦pujemy caªka z funkcji
hi(x) = aix2 + bix+ ci

tak dobranej, aby speªnione byªy nastepuj¡ce warunki:

hi(x2i−2) = y2i−2, hi(x2i−1) = y2i−1, hi(x2i) = y2i (1.6)

Interpretacja geometryczna takiego post¦powania jest przedstawiona na rys. 1.3.

Rysunek 1.3: Metoda Simpsona.

Okazuje si¦, »e obliczanie wspóªczynników ai, bi oraz ci, i = 1, 2, . . . , n, nie jest konieczne,
cho¢ - jak ªatwo sprawdzi¢ - ukªad równa«

aix
2
2i−2 + bix2i−2 + ci = y2i−2

aix
2
2i−1 + bix2i−1 + ci = y2i−1
aix
2
2i + bix2i + ci = y2i

jest ukªadem Cramera wzgl¦dem niewiadomych ai, bi i ci, a wi¦c dla ka»dego i = 1, 2, . . . , n
istnieje dokªadnie jedna trójka uporz¡dkowana liczb (ai, bi, ci) taka, dla której warunki (1.6)
s¡ speªnione.
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Wiedz¡c ju», »e okre±lone wy»ej funkcje hi (i = 1, 2, . . . , n) istniej¡, mo»emy obliczy¢
caªkej ka»dej z nich i skorzysta¢ z warunków (1.6). Otrzymamy wówczas dla ka»dego i =
1, 2, . . . , n∫ x2i

x2i−2
hi(x)dx =

ai
3
(x32i − x32i−2) +

bi
3
(x22i − x22i−2) +

ci
3
(x2i − x2i−2) =

=
x2i − x2i−2
6

[2ai(x22i + x2ix2i−2 + x
2
2i−2) + 3bi(x2i + x2i−2 + 6ci] =

=
b− a
6n
[aix22i−2 + bix2i−2 + ci + 4ai(

x2i + x2i−2
2

)2 +

+ 4bi
x2i + x2i−2
2

+ 4ci + aix22i + bix2i + ci] =

=
b− a
6n
(y2i−2 + 4y2i−1 + y2i) (1.7)

St¡d ∫ b
a
f(x)dx =

n∑
i=1

∫ x2i
x2i−1
f(x)dx ≈

n∑
1

∫ x2i
x2i−1
hi(x)dx

a wobec równo±ci (1.7) otrzymamy ostatecznie∫ b
a
f(x)dx ≈ b− a

6n
[y0 + 2(y2 + y4 + . . .+ y2n−1 + 4(y1 + y3 + . . .+ y2n−1) + y2n] (1.8)

Wzór przybli»ony (1.8) nazywamy wzorem Simpsona. Mo»na udowodni¢, »e ocena bª¦du
bezwzgl¦dnego ∆s przybli»enia, które daje wzór Simpsona, jest nasp¦puj¡ca:

∆s ¬M4
(b− a)5

180(2n)4
(1.9)

przy czym M4 = sup<a;b> |f (4)(x)|.
Z oceny (1.9) wynika w szczególno±ci, »e wzór Simpsona daje wynik dokªadny przy caª-

kowaniu wielomianów stopnia N ¬ 3.
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Rozdziaª 2

Implementacja algorytmów

2.1 Metoda prostok¡tów
Impementacja przybli»onej metody obliczania caªek oznaczonych. Metoda prostok¡tów

zaimplementowana w Pascalu.

Listing 2.1: Metoda prostok¡tów
1 { 2007−01−22 15:46 $ ChRiS3K }
2 Function cProstokat ( a : Extended ; b : Extended ; n : Int64 ) : double ;
3 var
4 S : Extended ; { po l e }
5 l en : Extended ; { d lugosc p r z e d z i a l u }
6 xk , xk1 : Extended ;
7 k : Int64 ;
8 k s i : Extended ;
9 begin
10 S := 0 ;
11 k := 1 ;
12 l en := (b−a )/n ;
13 { f o r k :=1 to n do}
14 while k <= n do
15 begin
16 xk := a + len ∗k ;
17 xk1 := a+ len ∗(k−1);
18 k s i := ( xk1 + xk ) /2 ;
19 S := S + f ( k s i ) ;
20 k := k + 1 ;
21 end ;
22 S := S ∗ l en ;
23 { wr i t e (p , S : 0 : 2 0 , ' ' ) ; }
24 cProstokat :=S ;
25 end ;

2.2 Metoda trapezów
Impementacja przybli»onej metody obliczania caªek oznaczonych. Metoda trapezów za-

implementowana w Pascalu.
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Listing 2.2: Metoda trapezów
1 { 2007−01−22 15:46 $ ChRiS3K }
2 Function cTrapez ( a : Extended ; b : Extended ; n : Int64 ) : double ;
3 var
4 S : Extended ; { po l e }
5 l en : Extended ; { d lugosc p r z e d z i a l u }
6 xk : Extended ;
7 k : Int64 ;
8 begin
9 S := 0 ;
10 k := 1 ;
11 l en := (b−a )/n ;
12 S:= S + f ( a ) + f (b ) ;
13 { f o r k :=1 to n do}
14 while k <= n−1 do
15 begin
16 xk := a + len ∗k ;
17 {xk1 := a+ len ∗( k−1);
18 k s i := ( xk1 + xk ) /2; }
19 S := S + 2∗ f ( xk ) ;
20 k := k + 1 ;
21 end ;
22 S := S ∗ l en / 2 ;
23 { wr i t e (p , S : 0 : 2 0 , ' ' ) ; }
24 cTrapez :=S ;
25 end ;

2.3 Metoda Simpsona
Impementacja przybli»onej metody obliczania caªek oznaczonych. Metoda Simpsona za-

implementowana w Pascalu.

Listing 2.3: Metoda Simpsona
1 { 2007−01−22 15:46 $ ChRiS3K }
2 Function cSimpson ( a : Extended ; b : Extended ; n : Int64 ) : double ;
3 var
4 S : Extended ; { po l e }
5 l en : Extended ; { d lugosc p r z e d z i a l u }
6 xk : Extended ;
7 k : Int64 ;
8 begin
9 S := 0 ;
10 k := 1 ;
11 l en := (b−a )/(2∗n ) ;
12 S := S + f ( a ) + f (b ) ;
13 { f o r k :=1 to n do}
14 while k <= (2∗n−1) do
15 begin
16 xk := a + len ∗k ;
17 {xk1 := a+ len ∗( k−1);
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18 k s i := ( xk1 + xk ) /2; }
19 i f ( k mod 2)=0 then S := S + 2∗ f ( xk ) ;
20 i f ( k mod 2)=1 then S := S + 4∗ f ( xk ) ;
21 k := k + 1 ;
22 end ;
23 S := S ∗ (b−a )/(6∗n ) ;
24 { wr i t e (p , S : 0 : 2 0 , ' ' ) ; }
25 cSimpson :=S ;
26 end ;
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Rozdziaª 3

Omówienie wyników

3.1 Warto±ci caªek oznaczonych otrzymanych analitycz-
nie

1. ∫ 5
0
(3x2 + 2)dx = [x3 + 2x]50 = 135 (3.1)

2. ∫ 2.5
1.5
ln(x)dx

caªkuj¡c przez cz¦sci g′ = 1; g = x;h′ = 1
x
;h = ln(x)

[x · ln(x)]2.51.5−
∫ 2.5
1.5
x · 1
x
dx = [x · ln(x)−x]2.51.5 = [x(ln(x)− 1)]2.51.5 = 0.68252916752314109

(3.2)

3. ∫ 5
0
(sin(x) + 5)dx = [−cos(x) + 5x]50 = 25.71633781453677400 (3.3)

3.2 Warto±ci caªek oznaczonych otrzymanych metodami
numerycznymi

Poni»sze wykresy pokazuja warto±ci caªek oznaczonych otrzymanych metodami nume-
rycznymi dla poszczególnych kroków caªkowania.

Wraz ze wzrostem ilo±ci kroków, bª¡d bezwzgl¦dny przybli»enia caªki maleje, co wida¢ na
wykresach.

Najbardziej skuteczn¡ (maj¡c¡ najmnieszy bª¡d bezwzgl¦dny przybli»enia) metod¡ caª-
kowania jest metoda Simpsona, nast¦pnie metoda prostok¡tów i metoda trapezów.
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Rysunek 3.1:
∫ 5
0 (3x

2 + 2)dx.
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Rysunek 3.2:
∫ 2.5
1.5 ln(x)dx
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Rysunek 3.3:
∫ 5
0 (sin(x) + 5)dx
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