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Rozdzial 1

Przyblizone metody calkowania

1.1 Metoda prostokatow

Przedzial < a;b > dzielimy punktami

b—a

n

k (k=1,2,...,n—1)

T = a—+

na n przedziatéow o wspoélnej dtugosci b;—“ W kazdym z tych podprzedzialow bierzemy punkt

& = 71’“*12“’“ i obliczamy f (&) = yx.
Za przyblizenie catki

b
/a f()dx (1.1)

przyjmujemy sume iloczynow

b—a b—a b—a
n n n
stad
b b—a
| f@de ~ =L gt ) (1.3)

Wzor przyblizony (1.3) nazywamy wzorem prostokgtdw. Interpretacje geometryczna tego wzo-
ru dla n = 3 podano na rys. 1.1.

Zakladajac dodatkowo istnienie i cigglosé drugiej pochodnej f” funkcji f na przedziale
< a;b >, mozemy podaé ocene bledu bezwzglednego A, przyblizenia (1.2) catki (1.1)

(b —a)®
24n?

A, < M, (1.4)

gdzie M, = SUP ;6> |f”(l‘)|

1.2 Metoda trapezéw

Przedzial catkowania < a;b > dzielimy na pewna liczbe n przedzialéw czesciowych,
wszystkich o tej samej dilugosci (b — a)/n. Kolejne odciete punktow podzialu oznaczamy
przez a = xg, 1, ...,Ts = b, odpowiednie zas rzedne przez y; = f(z;) (i =0,1,...,n). Jako



y=f(z) ,

O

Rysunek 1.1: Interpretacja geometryczna wzoru 1.8 (metoda prostokgtéw).

przyblizona wartos¢ catki (1.1), przy zalozeniu, ze f(x) > 0 dla a €< a,b >, przyjmujemy w
metodzie trapezow sume pol n trapezow. Latwe oblicznie prowadzi do wzoru

b—a

[ $@)iz = b+ 2+ bt ) (1.5

Blad bezwzgledny nie przekracza II’Q_—R‘;MQ, gdzie My jest gérnym ograniczeniem wartosci
bezwzglednej drugiej pochodnej funkcji f(z) w przedziale catkowania, tzn. taka liczba ze
| ()] < My dla z €< a,b>.

le
y=f(z)

Rysunek 1.2: Interpretacja geometryczna wzoru 1.5 (metoda trapezow).



1.3 Metoda Simpsona

Przedzial < a;b > dzielimy punktami

b—a
2n

Ty =a+ k (k=1,2,...,2n—1)

na parzysta liczbe 2n podprzedziatow o wspolnej dtugosci l’;—n“ Bierzemy nastepnie pod uwage

podprzedzialy < wo; 1519, > (i = 1,2,...,n), przy czym oznaczamy o = a, To, = b. W

kazdym punkcie zy (k=0,1,2,...,2n) obliczamy wartos¢ funkeji podcatkowej f(zx) = ys.
Metoda Simposna polega na tym, ze catke

/ fle)de (i=1,2,...n)

21—2
zastepujemy catka z funkcji
hl(.’L’) = al-xQ + bz[E + ¢
tak dobranej, aby spelnione byly nastepujace warunki:
hi(%2i—2) = Y2i—2, hi(T2i—1) = y2i—1, hi(T2) = Yo (1.6)

Interpretacja geometryczna takiego postepowania jest przedstawiona na rys. 1.3.

le

tuki parabol
y=f (x)_l

4
Yo
Y1
Ye
b
y 6 =
o b—a i
k. 3 |-
Rysunek 1.3: Metoda Simpsona.
Okazuje sie, ze obliczanie wspotczynnikow a;, b; oraz ¢;, i = 1,2,...,n, nie jest konieczne,
choé - jak tatwo sprawdzi¢ - uktad réownan
i3y + bityia + ¢ = o
ary_ . + biTs + 6 = Yaiaa
aixy; by 4+ o =
jest uktadem Cramera wzgledem niewiadomych a;, b; i ¢;, a wiec dla kazdego i = 1,2,....n

istnieje doktadnie jedna trojka uporzadkowana liczb (a;, b;, ¢;) taka, dla ktorej warunki (1.6)
sg spetnione.



Wiedzac juz, ze okreslone wyzej funkcje h; (i = 1,2,...,n) istnieja, mozemy obliczy¢
catkej kazdej z nich i skorzysta¢ z warunkow (1.6). Otrzymamy wowczas dla kazdego i =
1,2,...,n

2 a; bi Ci
/ hi(x)dr = (w5 — 3 o) + o (5 — 23, ) + = (T2 — Tai) =
XT2i—2 3 3 3
Lo — T2i—2 2 2
= ?[2%’(%@' + T9iToi—o + X5;_o) + 3b; (T2 + Toi—2 + 6¢;] =
b—a To; + Toi—2
+ 4biw + de; + ars; + by + ] =
b—a
= Ton (Y2i-2 + 4y2i-1 + y2i) (1.7)

Stad

/ab f(z)dx = 1271:1 /:(:21 f(z)dz ~ 2?: /x ha(2)daz

2i—1

a wobec rownosci (1.7) otrzymamy ostatecznie

b b—a
/ f(z)dx ~ W[?JO 22 Fyat A Yo H Ay Fys o Y1) Fyen]  (18)
Wzor przyblizony (1.8) nazywamy wzorem Simpsona. Mozna udowodni¢, ze ocena bledu

bezwzglednego A, przyblizenia, ktore daje wzér Simpsona, jest naspepujaca:

_ 4\5
As < M4M
180(2n)?

(1.9)
przy czym My = sup_,. |f®(z)].

Z oceny (1.9) wynika w szczegolnosci, ze wzor Simpsona daje wynik doktadny przy cal-
kowaniu wielomianow stopnia N < 3.
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Rozdzial 2

Implementacja algorytmow

2.1 Metoda prostokatow

Impementacja przyblizonej metody obliczania calek oznaczonych. Metoda prostokatow

zaimplementowana w Pascalu.

Listing 2.1: Metoda prostokatow

{ 2007-01-22 15:46 $§ ChRiS3K }

Function cProstokat(a:Extended;b:Extended;n:Int64)

var
S : Extended; { pole }
len : Extended; { dlugosc przedzialu }
xk,xkl : Extended;
k : Int64;
ksi : Extended;
begin
S := 0;
k = 1;
len := (b—a)/n;
{for k:=1 to n do}
while k <= n do
begin
xk := a + lenxk;
xkl := a+t lenx(k—1);
ksi := (xkl + xk) /2;
S = S + f(ksi);
k : = k + 1;
end;
S := S % len;
{write(p,S:0:20,° 7);}
cProstokat:=S;
end;

2.2 Metoda trapezéow

Impementacja przyblizonej metody obliczania catek oznaczonych. Metoda trapezow za-

implementowana w Pascalu.

double;
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Listing 2.2: Metoda trapezoéw

{ 2007—01—22 15:46 § ChRiS3K }
Function cTrapez(a:Extended;b:Extended;n:Int64)

var
S : Extended; { pole }
len Extended; { dlugosc przedzialu }
xk Extended;
k : Int64;
begin
S := 0;
k = 1;
len := (b—a)/n;
S:= S + f(a) + f(b);
{for k:=1 to n do}
while k <= n—1 do
begin
xk = a + lenxk;
{zkl := a+ lenx(k—1);
ksi := (zk1 + zk) /2;)}
S := S + 2xf(xk);
k := k + 1;
end;
S := S % len / 2;
{write(p,S:0:20,° ’);}
cTrapez:=S;
end;

2.3 Metoda Simpsona

Impementacja przyblizonej metody obliczania catek oznaczonych. Metoda Simpsona za-

implementowana w Pascalu.

Listing 2.3: Metoda Simpsona

{ 2007-01-22 15:46 $§ ChRiSS3K }
Function cSimpson(a:Extended;b:Extended;n:Int64)

var
S : Extended; { pole }
len Extended; { dlugosc przedzialu }
xk Extended;
k : Int64;
begin
S : = 0;
k := 1;
len := (b—a)/(2x*n);
S =8+ f(a) + f(b);
{for k:=1 to n do}
while k <= (2xn—1) do
begin
xk := a + lenxk;
{zkl := a+ lenx(k—1);

10

double ;

double ;
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end;

ksi := (xk1 + zk) /2;}

if (k mod 2)=0 then S := S + 2xf(xk);
if (k mod 2)—1 then S :— S + 4xf(xk);
k ==k + 1;

end;
S := S % (b—a)/(6%n);
{write(p,S:0:20,° 7);}
cSimpson:=S;
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Rozdzial 3

Omowienie wynikow

3.1 Wartosci calek oznaczonych otrzymanych analitycz-

nie
1. .
/ (322 + 2)dz = [z° + 22]0 = 135 (3.1)
0
2.
2.5
/ In(x)dx
15
catkujac przez czesci ¢ = 1,9 =x;h/ = %; h = in(x)
2.5 2 1 2.5 2.5
[z In(x)]T2 —/15 x- ;dm = [z-In(z) —z]72 = [z(In(zx) — 1)]T2 = 0.68252916752314109
(3.2)
3. .
/ (sin(z) + 5)dz = [—cos(z) + 5]} = 25.71633781453677400 (3.3)
0

3.2 Wartosci calek oznaczonych otrzymanych metodami
numerycznymi

Ponizsze wykresy pokazuja wartosci catek oznaczonych otrzymanych metodami nume-
rycznymi dla poszczegblnych krokéw catkowania.

Wraz ze wzrostem ilosci krokéw, btad bezwzgledny przyblizenia catki maleje, co wida¢ na
wykresach.

Najbardziej skuteczna (majaca najmnieszy btad bezwzgledny przyblizenia) metoda cal-
kowania jest metoda Simpsona, nastepnie metoda prostokatow i metoda trapezow.

12
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